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 شکلبه  یرخطیغ يهاستمیس يبرا یمحل یدار مجانبیک نقطه تعادل پای يداریه پاین ناحیتخم يبرا یک روش محاسباتین مقاله، یا ه:دیچك

ي ه جذب برایسطح آن، ناح يهااز مجموعه یکیمحاسبه شده و با استفاده از  یاپانوف محلیک تابع لین مقاله، یکند. در ایارائه م ياچندجمله
ار شکل یع معیگردد. توسیف میار شکل تعریرمجموعه از مجموعه سطح به عنوان معیک زین روش، یشود. در این زده میتخمر نقطه تعادل مذکو

ن یستم، شکل و اندازه تخمیس یکینامیار شکل و مدل دیشود. انتخاب معیه جذب منجر میتر از ناحن بزرگیمجموعه سطح به تخمدر داخل 
ستم یشده از س یخط یکینامیه مدل دیار شکل بر پایانتخاب مع  يد برایتم جدیک الگورین مقاله، یدهد. در ایر قرار میه جذب را تحت تاثیناح
 يشود. برایم یروز رسان، بهیمحاسبه شده از تکرار قبل یاپانوف محلیتم با استفاده از تابع لیار شکل در هر مرحله از الگورین معیاشود. یشنهاد میپ

آن محاسبه  يه جذب برایشده و ناح یاد بررسید و صیستم صیک مدل درجه دو از رشد تومور با استفاده از سی، يشنهادیروش پ ییآف کاریتوص
 گردد.   یم

 تومور. یار شکل، خفتگیمجموع مربعات، مع یسیه جذب، برنامه نویناح: يدیكل يها واژه
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Abstract: This paper proposes a computational method to estimate the stability region of a locally 

asymptotically stable equilibrium point for polynomial nonlinear systems. In this method a local Lyapunov 

function is computed andthe region of attraction for the equilibrium point is estimated using one of its level sets. 

In this method, a subset of the level set is defined as the shape factor. Enlarging the shape factor inside the level 

set leads to a larger estimation of the region of attraction. Choosing the shape factor as well as the dynamic 

model of the system affects the shape and the size of the ROA estimation. In this paper, a new algorithm is 

proposed to select the shape factor based on the linearized dynamic model of the system. The shape factor is 

updated in each iteration using the computed local Lyapunov function from the previous iteration. To 

demonstrate the performance of the proposed method, we investigate a quadratic model of tumor growth using 

prey-predator system and estimate its ROA. 
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 مقدمه -1

 یکین ام ید يه ا س تم یس یدر بررس   یت اساس  ی  اهم يداری  پا مساله
ستم مف رو   یکه س نین اییاز کاربردها، تع ياریدارد. در بس یرخطیغ
که تا  نین اییست؛ بلکه تعین یدارد کاف یدار مجانبیک نقطه تعادل پای

ک ه   یتوانند از نقط ه تع ادل دور ش وند در ح ال    یها مچه اندازه حالت
ک ی  ن مقال ه،  ی  ت اس ت. در ا ی  رها هنوز همگرا باشند، ح ائز اهم یمس
 شود.یه جذب نام دارد، محاسبه میه که ناحین ناحین از ایتخم

رو محاس به   نیار مشکل است. از ایه جذب بسیق ناحیمحاسبه دق
توان د  یه ج ذب م   ی  ر ممک ن از ناح یرناپذییرمجموعه تغین زیتربزرگ
ن موض وع ب ه ط ور    یه جذب باشد. این ناحیتخم ين برایگزیجا یروش

ت ر  شی[. ب  13-1ش ده اس ت     یررس ققان ب   وسط مح   ت ياگسترده
ش وند:  یم م  ین تقس  یه جذب ب ه دس ته مع    یاح ن نیتخم يا هروش
ک ی ی  اپ انوف یل يها. روشیاپانوفیرلیغ يهاو روش یاپانوفیل يهاروش
ن ی  ا 1رس طح یز يه ا کنند. مجموعهیرا محاسبه م یاپانوف محلیتابع ل
ه ج ذب  ی  از ناحر یرناپ ذ ییتغ يه ا رمجموع ه یاپانوف به عنوان زیتابع ل

اپانوف یاپانوف مانند تابع لیمختلف از تابع ل يهاشوند. شکلیمحاسبه م
 يااپانوف تکهی[، تابع ل7-3  ياجملهاپانوف چندی[، تابع ل2-1  يکسر
[ در مقالات در نظ ر گرفت ه   1  یاپانوف چند وجهی[ و تابع ل6  2نیمع
 اند. شده

 يهاستمیس يرو ه جذب برین ناحیدر تخم يشنهادیپ يهاروش
[، 1قاب ل اج را هس تند. در      يار چندجملهیو غ ياچندجمله شکلبه 
ه ج ذب ارائ ه ش ده ک ه روش     ین ناحیتخم يبرا یک روش محاسباتی

 يار چندجمل ه ی  و ه م غ  ياچندجمله يهاستمیس يمذکور هم بر رو
ه ج ذب،  ی  ن ناحیتخم   يز ب را ی  از مراج ع ن  یقابل اجرا است. در برخ

ش نهاد ش ده ک ه تنه ا     یپ یاپانوفیل يهاه روشیبر پا ییهادستورالعمل
[ 1مرتبه دوم   يهاستمیمثال س يها، براستمیاز س یدسته خاص يبرا
[ قاب ل انج ام هس تند.    12با درجه فرد   ياچندجمله يهاستمیا سیو 
، با اس تفاده از  ياچندجمله شکلبه  يهاستمیس یمحل يداریپا لیتحل

ن یاند. همچن  شده ی[ بررس11و  7، 2در   ياجمله اپانوف چندیتوابع ل
 يه ج ذب در اط راف نقط ه تع ادل ب را     ی  ناح ين مراجع، مرزه ا یدر ا
ن ی  محاسبه شده است. در ا ياچندجمله يدان برداریبا م ییهاستمیس

 3ر ب ا ان دازه  یه متغیک ناحیه جذب، ین ناحیع تخمیتوس يمقالات، برا
[. 11و  7،  2گرفت ه ش ده اس ت      ده شده، در نظریار شکل نامیکه مع

ق ی  اپ انوف از طر یک ت ابع ل ی  رس طح از  ین مجموع ه ز یترافتن بزرگی
ه جذب است. ین ناحیتخم مسالهار شکل ممکن، اساس ین معیتربزرگ

مجم وع مربع ات ب ر     يسازبوده و با اعمال ساده 4رمحدبیغ مسالهن یا
نوش ته   5یدوخط   يس از ن ه یبه مسالهک یتواند به صورت یآن م يرو

سهولت  يبرا یروش يسازهی[ با استفاده از اطلاعات شب7شود. مرجع  
 یاپانوفیرلیغ يهااپانوف ارائه کرده است. روشیتابع ل يدهایجاد کاندیا
ن ی[ ف راهم ش ده اس ت. همچن     12ه جذب در  ین ناحیز جهت تخمین

 [ آمده است. 13ها در  دهیها و ااز مثال یعیدسته وس

ن یع تخم  یتوس   يار ش کل ب را  ی  ک معی[ که از 11ن مقاله از  یا
کند الهام گرفته است. نشان داده خواه د ش د   یه جذب استفاده میناح

ن رو ی  ت است. از ایار حائز اهمیار شکل مناسب بسیک معیکه انتخاب 
ار شکل مناسب یاستفاده از مع يبرا یتم کلیک الگورین مقاله، ما یدر ا
ب ا   یرخط  یغ يه ا س تم یس يه ج ذب ب را  ی  ناح نیع تخمیتوس يرا ب
 مس اله م. به علاوه ما ب ه  یکنیفراهم م ياچندجمله يبردار يهادانیم

 م.یپردازیز میتومور ن ینقطه تعادل خفتگ يه جذب براین ناحیتخم
 یها، مبانیسیشامل نمادنو 2ر است: بخش یساختار مقاله به شکل ز

 يهاستمیه جذب سیناحن یتخم يبرا یاپانوفیک روش لیو  یاضیر
مقاله که  یاست. سپس بدنه اصل ياچندجمله شکلبه  یرخطیغ

ن یبهبود تخم يار شکل مناسب برایک معیانتخاب  يبرا یتمیالگور
، روش 4شود. در بخش یمطرح م 3ه جذب است، در بخش یناح
نقطه تعادل  يه جذب براین ناحیتخم مساله يبر رو يشنهادیپ

در  يریگجهیت مقاله بعد از نتیشود و در نهایتومور اعمال م یخفتگ
 ابد.ییخاتمه م 2بخش 

 ه جذب ین ناحیتخم -2

 هایسینونماد -2-1

 یقی: مجموعه اعداد حق   
 ح مثبتی: مجموعه اعداد صح 
n يبردار ي: فضاnیقیدان اعداد حقیم يبر رو يبعد 

n: ها از درجه يامجموعه تمام چندجملهn 

 یاضیر یمبان -2-2

 د:یریر را در نظر بگیخودگردان ز یرخطیغ یکینامیستم دیس
( )x f x (1)  

x(0)0بردار حال ت و  nxکه  در آن  x  ه در زم ان  ی  حال ت اول
0t   وnf  از  يااز تواب  ع چندجمل  ه  يب  ردارx   ب  ا ش  ر

(0) 0f  یدار مج انب ی  تع ادل پا  ک نقط ه ید مبدأ یاست. فر  کن 
 باشد.  یمحل

 د:یریر را در نظر بگیف زیستم تعارین سیا يبرا
به  اه جذب مبدیباشد، ناح یدار مجانبیپا اکه مبد یزمان :1ف یتعر
 شود:یف میر تعریصورت ز

  0 0: lim , 0
t

x t x


   (2)  

که در آن  0,t x کند که از حالت ی( اشاره م1از معادله ) یبه جواب

 شروع شده است. 0xه یاول
است که ب ه   یر، تابعیمتغ nبرحسب  amياجملهکی :2ف یتعر
 شود:یف میر تعریصورت ز

1 2

1 2: na a a
a nm x x x (3)  
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iaيرا ب   درج ه .am    ب ه ص ورت
1

deg :

n

a i

i

m a




 

ف ی  تعر

 شود. یم
ب ی  ک ترکی  ر، ی  متغ nبرحسب  fياک چندجملهی :3ف یتعر
 ر است:یها به صورت زياک جملهیاز  یمتناه

: a
a a a

a a

f c m c x    (4)  

acبا    که(acدرج ه   یک عدد غی .)ر ص فر اس تf    ب ه ص ورت

deg : max deg a
a

f m
 

 شود.یف میتعر

 nمجموع مربعات برحسب  يهايامجموعه چندجمله :4ف یتعر
 شود:یف میر تعریر به صورت زیمتغ

2

1

: , , 1, ,

k

n n i i n

i

p p f f i k



  
      

  
 (5)  

رمجموعه ب ودن  یاثبات ز يه متداول است که برایک روی :Sهیرو
 يتوان برایرا م مسالهن یرود. ایاز توابع درجه دو به کار م يامجموعه
 م داد.یز تعمیبالاتر ن يهامرتبه يهاياچندجمله

با فر   :2ف یتعر 
0

m

i ni
p


افت ه  یم یه تعم  ی، روS ان ی  ب

کند ک ه اگ ر   یم 
1

m

i ni
s




 
ک ه   يوج ود داش ته باش د ب ه ط ور     

0

1

m

i i n

i

p s p



 
 

 [ 14باشد، آنگاه  

   0

1

0 0

m
n n

i

i

x p x p



     (6)  

 نیروش تخم -2-3

ح یه جذب توض  ین ناحیتخم يرا برا یاپانوفیک روش لین بخش، یدر ا
 [ گرفته شده است.12و 11م که از  یدهیم

:وس ته  یر پیک تابع مشتق پ ذ ید یفر  کن :1لم  nV 

 که: يوجود داشته باشد به طور

nx ،ر یتمام مقاد يبرا  0V x   و 0 0V (7) باشد  

مجموعه   nx V x c  (8) بسته باشد  

    \ 0 0n n V
x V x c x f

x

  
     

 
 (9)  

تمام  يک مقدار مثبت است. آنگاه برای cکه در آن  0x 

( وج ود دارد و  1جواب معادله ) lim 0
t

x t


    ب ی  ن ترتیاس ت. ب د

 ن ی  ( اس ت. ا 1) يه جذب ب را یر از ناحیرناپذییرمجموعه تغیک زی
شود. به منظ ور  یده مینام یاپانوف محلیوسته، تابع لیر پیپذتابع مشتق

ف ی  ر تعری  ر به ص ورت ز یه با اندازه متغیک ناحی[ 11، در  ع یتوس
 شده است:

  : nP x p x    (11)  

 ک مقدار مثب ت و ی که در آن  p x   مح دب   ياک چندجمل ه ی

، ک ردن   ح داکثر ش ود.  یده م  یار شکل نامین مثبت است و معیمع
Pکه ی مادام  ذب  ه ج  یاح ن نیع تخمیوس ه ت برقرار باشد، ب

تواند به صورت یه جذب مین ناحیتخم مسالهرو  نیگردد. از ایمنجر م
 ر نوشته شود:یز يسازنهیبه لهامس

max
nV



 

 ( برقرار باشد و6) -( 1) که: يبه طور

       \ 0n nx p x x V x c     (11)  

ن مثبت یمع يهاياچندجمله il x    را ب ه ف رم  2

1

n

i ij j

j

l x x


 

 ijه در آن  ک
د. ب ا اس تفاده از   ی  رینظ ر بگ  هستند؛ در یداد مثبت اع

هر ک دام از   يبر رو Sه یرو يریمجموع مربعات و به کارگ يسازساده
 م: یبالا، دار يهاشر 

  1 2, 0 0, ,
max

n nV V s s


  
 

 که: يبه طور

1 nV l  (12)  

    1 1 np s V     (13)  

  2 21 n

V
V s f l

x

 
     

 
 (14)  

 مجموع مربعات هستند.  يهاياچندجمله 2sو  1sکه در آن 
مجم  وع مربع  ات در ح  ل  يه  ايااگرچ  ه اس  تفاده از چندجمل  ه

ب ه   مس اله ل  ی  ان تبد امک   ید ول   اه کی م ه مسالت ی، از کله مسال
[ و SOSTOOLS  16[ و ح ل آن ب ا   17   6نیمع  مهین یسینوبرنامه

YALMIP  11] مانن د   ییه ا ق حل کنندهیاز طرSeDuMi  11 ]  را
 سازد.یفراهم م

( س بب  14( و )13) يهام در معادلهیتصم يرهایضرب متغحاصل
 یمجموع مربع ات دوخط    یسینوبه صورت برنامه مسالهن یشود تا ایم
رمح دب  یغ مس اله ک ی  ه ج ذب،  ی  ن ناحیتخم مسالهرو  نید. از ایدرآ
[ PENBMI  22ها مانن د  از حل کننده یسخت است. بعض یرخطیغ
ان د؛ ام ا   شده یمعرف ین دوخطیمه معین یسینوحل مسائل برنامه يبرا

ن مقال ه، م ا از   ی  دارد. در ا یه بس تگ ی  ها به شدت به نقطه اولآنرفتار 
ب ه   مس اله ن ی  ل ایتب د  يرا تکرار ش ونده ب    7ران تم شاخه و کیالگور
را ب ا اس تفاده از    م و سپس آنیکنین استفاده میمه معین یسینوبرنامه

YALMIP م. ینمائیحل م 
انتخ اب  ه ج ذب،  ی  ن ناحیتخم   مسالهاز نکات مهم در حل  یکی
 یتمیچ الگ ور ین روش هیشود، در ایده میار شکل است. چنانچه دیمع
 11،  7ار شکل وجود ندارد. در مقالات  یک معیستماتیانتخاب س يبرا
ن، انتخ اب  یتخم   مسالهحل  يار شکل بدون جهت، برایک معی[ 21و 

ار ش کل،  ی  م داد که چگونه انتخاب معیشده است. در ادامه نشان خواه
 مس اله ز ابتدا ین منظور، ما نیا يدهد. برایر قرار میثاتحت تن را یتخم
[ گرفت ه ش ده، ب ا    1مثال وندرپل ک ه از    يه جذب را براین ناحیتخم
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 یم. سپس، بع د از معرف   یدهیار شکل بدون جهت انجام میانتخاب مع
ار ش کل  ید و معیتم جدیمجدداً با استفاده از الگور يشنهادیتم پیالگور

 م.   یزنین مین مثال تخمیا يذب را براه جیمناسب، ناح
 [:1د  یریر را در نظر بگیستم وندرپل زمان معکوس زیس :1مثال 

 
1 2

2
2 1 1 23 1

x x

x x x x

 

  
 (15)  

دارد.  یدار مج انب ی  پا اک مبدیدار و یناپا يکل حدیک سیستم ین سیا
 يکل ح د یاست که توسط س   ياهیستم، ناحین سیا يه جذب برایناح

ل یفرانس  یاز ح ل مع ادلات د   یتوان د ب ه آس ان   یآن احاطه ش ده و م   
ف یک توص  ی  دا ک ردن  ی  به دست آورده شود؛ اما هدف م ا پ  8یمعمول

 ه جذب است.ین ناحیتخم يبرا یاضیر
انتخ اب   يت ب را یمطرح شده، تنها مح دود  يسازنهیبه مسالهدر 

ن یمع   ياک چندجمل ه ی یستیار شکل باین است که معیار شکل، ایمع
م یت وان یرو م   نی  س ت، از ا ین شر  مح دود کنن ده ن   یمثبت باشد. ا

ن مثال، ابت دا  یا يم. برایار شکل داشته باشیاز مع يمتعدد يهاانتخاب

ه ص ورت   دون جه ت ب    کل ب ار شیک مع ی  Tp x x x  در ن  ظر

اپانوف از درجه ش ش باش د، س پس    یم تابع لیکنیم و فر  میریگ یم
م یکن  ین ف ر  م   یچن   م. همیکنی( را حل م14) -( 12) يهامعادله

 6 2 2
1 2 1 210l l x x   1 باش      د وs  2وs  ش      کلب      ه 

ان ذکر است یمجموع مربعات از درجه چهار باشند. شا يها يا چندجمله
ت ا  ( 12) يه ا معادل ه  ت مجموع مربع ات در یمحدود يبرقرار يکه برا

ر ی  ط زیانتخاب ش وند ک ه ش را    يطور یستیبا 2sو  1s(، درجه 14)
 برقرار شوند:

1deg deg degp s V  (16)  

2 2 2deg deg max deg , ,
V

V s s l f
x

 
   

 
 (17)  

 ر به دست آوردهیاپانوف به صورت زیمرحله تکرار، تابع ل 32بعد از 
 شود:یم

  6 5 4 2
1 1 2 1 2

3 3 2 4 5
1 2 1 2 1 2

6 4 3
2 1 1 2

2 2 3 4
1 2 1 2 2

2 2
1 1 2 2

0.0559 0.06471 0.009

0.01468 0.01085 0.00361

0.00115 0.31418 0.06115

0.09602 0.01517 0.00073

0.80101 0.42524 0.09976

V x x x x x x

x x x x x x

x x x x

x x x x x

x x x x

  

  

  

  

  

 (18)  

 دهد.یجه را نشان می( نت1) شکل
 

 
(، مجموعه سطح يه جذب )خاکستریق ناحی، مرز دق1(: مثال 1شکل )

  T
p x = x xن زده شده )خط ساده( یه جذب تخمین( و ناحیچ)نقطه 

ه جذب ین ناحیع تخمیشود توسیده می( د1چنانچه در شکل )
ابد، ییه جذب تماس میناح یه جذب با مرز واقعین ناحیکه تخمیزمان

تواند ین هنوز مین حال، با توجه به شکل، تخمیشود. با ایمتوقف م
انتخاب کند  يار شکل را طوریمع ین حالت، اگر کسیابد. در ایتوسعه 

ن یداشته باشد، تخم يترشیه جذب تطابق بیاح ا شکل ن ه ب ک
ن امر،  یتحقق ا يد. برایآیه جذب به دست میاز ناح يتربزرگ
 م.یکنیشنهاد میر را پیتم زیالگور

 ه جذبین ناحیتخم يبرا يشنهادیروش پ -3
ت ر ب ر   ه جذب بزرگیافتن ناحی يد برایتم جدیک الگورین بخش یدر ا

ده ی  ن، ایع تخم  یشود. به منظور توس  یشنهاد میاپانوف پیاساس تابع ل
 م.یکنیار شکل مطرح میرا در انتخاب معستم یک سینامیاستفاده از د

 ار شکلیانتخاب مع -3-1

د یستم است و نبایاز خود س یژگیک ویه جذب یقت، شکل ناحیدر حق
اشد. اما نش ان داده خواه د ش د ک ه      داشته ب یل بستگ ار شکیه مع ب
 يشتریه جذب تطابق بیکه با شکل ناح یار شکلیتوان با انتخاب معیم

ن منظ  ور، م  ا یب  د د.یه ج  ذب رس  ی  از ناح ين بهت  ریدارد ب  ه تخم  
ار شکل مناس ب  یه جذب با استفاده از معین ناحیتخم يبرا یتمیالگور
 يترشیات بیرا با جزئ يشنهادیتم پیم. در ادامه، الگوریکنیشنهاد میپ

 م.یدهیح میتوض

 يشنهادیتم پیالگور -3-2

ب ا  م. یکنیه جذب ارائه مین ناحیتخم يتم برایک الگورین بخش، یدر ا
س تم  یس يب را  یمحل   یدار مجانبیک نقطه تعادل پای انکه مبدیفر  ا

ه ج ذب ب ه   ی  ن ناحیمحاسبه تخم يبرا يشنهادیتم پی( است، الگور1)
 شود:یح داده میر توضیصورت ز
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 (1تم )یالگور
ار ینقط ه تع ادل بس     یکیستم در نزدیکه رفتار سییجا از آن :1مرحله 

، ت ابع  يش نهاد یتم پیآن اس ت، در الگ ور   یب خط  ی  ه رفت ار تقر یشب
ب ی  اپانوف ب ه دس ت آم ده از تقر   ید با استفاده از تابع لیاپانوف کاندیل

شود. پس تابع یه میاول یده، مقداریخط V x ر ی  ز شکله را به یاول

 د:یمحاسبه کن

0x

f
A

x 





 (19)  

اپ انوف را ب ه   یتز اس ت، معادل ه ل  یهرو Aس ینکه ماتریبا فر  ا
 د:یر حل کنیصورت ز

TA P PA I   (21)  

را ب ه ص ورت    pو  V، تابع Pن مثبت یس معیبا محاسبه ماتر
 د:یف کنیر تعریز

  TV x x Px (21)  

  Tp x x Px (22)  

ر را ی  مجم وع مربع ات ز   مسالهد و یرا ثابت نگه دار V:2مرحله 

محاسبه  يبرا 2s x د:یحل کن 

2 ,
max

ns 


 
 

 که: يبه طور

  2 2 n

V
V s f l

x


 
     

 
 

(23)  

که در آن   2
2

1

n

ij j

j

l x x



 
ف ی  به صورت اعداد مثبت، تعر ijبا  

ن مرحل ه از  ی  در ا و  2sم یتص م  يره ا یضرب متغشود. حاصلیم
ک ی   2sر اس کالر مثب ت و   ی  ک متغی   تم وجود دارد. چ ون  یالگور

ح ی[ توض  14ک ه در    9یم از روش دوبخش  یتوانیاست، م ياچندجمله
 م.یاستفاده کن یمجموع مربعات دوخط مسالهحل  يداده شده، برا
ر یمجموع مربعات ز مسالهد و یرا ثابت نگه دار pو  V :3مرحله 

 يرا برا 1s x د:یحل کن 

1 ,
max

ns 


 
 

 به طوري که:

    1 np s V      (24)  

 یز ب ا روش دوبخش   ی  ن مرحله نیدر ا یدوخط مساله، 2 مشابه مرحله
 قابل حل است. 
را  Vرا ثاب  ت نگ  ه داش  ته و  pو  1s ،2s ، ، :4مرحل  ه 

 ر برقرار باشند:یط زید که شرایمحاسبه کن يطور

 2 2 n

V
f l s V

x


 
     

 
 (25)  

    1 ns p V      (26)  

 1 , 0 0nV l V   (27)  

که در آن   2
1

1

n

ij j

j

l x x


  باij  ف ی  به صورت اعداد مثب ت، تعر

 شود.یم
Vرا با  V:2مرحله  

 
 Vک ی  ن مرحل ه  ید. در این کنیگزیجا

 د. یآیکند، به دست میرا برآورده م مسالهط ید که شرایجد
ار ی  د را ب ه عن وان مع  ی  جد Vقسمت درجه دوم تابع  :7مرحله 
 د.  ی، انتخاب کنp د،یشکل جد
 يای  از مزا یک  یار شکل در هر مرحل ه،  یروز کردن معبه :1تبصره

ک ی  اپ انوف  یاس ت. ت رم درج ه دوم ت ابع ل     يشنهادیتم پیالگور یاصل
ن ی  نقط ه تع ادل اس ت. ا    یکیاپانوف در نزدین درجه دو از تابع لیتخم

اپانوف یدرجه دوم تابع ل جملهدهد که یده سوق مین ایرابطه، ما را به ا
تواند ب ه عن وان   یکند، میرا برآورده م یمحل يداریط پایکه شرا یمحل
 يه ا تم استفاده شود. با مث ال یدر الگور يمرحله بعد يبراار شکل یمع
ن روش، ی  ب ه ا  یروز رس ان ش ود ک ه ب ه   یمختلف نشان داده م   يعدد
 [. 22دهد  یش میافزا ياه جذب را به طور قابل ملاحظهین ناحیتخم

تکرار  ییتم را تا جایالگورد، یجد pد و یجد Vاکنون با  :6مرحله 

مم تعداد تکرارها را به ید. ماکزیمم دفعات تکرار برسید که به ماکزیکن
م که اگر اختلاف دو پارامتر یکنیف مین شکل تعریبد یصورت تجرب

تم ین شود، الگوریک تلرانس معیتر از کم ین زده شده متوالیتخم
 متوقف خواهد شد.

 يمطالعه مورد -3-3

 یبا نواح ياچندجمله يهاستمیس يتواند بر رویم يشنهادیتم پیالگور
ر روش یثان بخ ش، ت   ی  کار برده شود. در ا جذب محدود و نامحدود به

 م.یدهینشان م يک مثال عددیرا با استفاده از  يشنهادیپ
، راجع ب ه مع ادلات ون درپل زم ان معک وس      2در بخش  :2مثال 
ه ی  ج ا، ناح  نیدر ام. ین زدیآن تخم يه جذب را برایم و ناحیبحث کرد
، محاس به  يش نهاد یتم پیستم با استفاده از الگورین سیا يجذب را برا

 م.یکنیم

 
1 2

2
2 1 1 23 1

x x

x x x x

 

  
 (28)  

را انج ام داده و مراح ل را ت ا     يش نهاد یتم پیتمام مراح ل الگ ور  
م. در یکن  یه ج ذب تک رار م    ین قابل قبول از ناحیک تخمیدن به یرس
م. یری  گیبار در نظر م 32تعداد دفعات تکرار را  ینجا به صورت تجربیا

ن یام  21اپ انوف ک ه از   ین مثال، با استفاده از ترم درجه دو تابع لیدر ا
 م: یر گرفتیار شکل را به صورت زیتکرار به دست آمده بود، مع

  2 2
1 1 2 20.76377 0.406 0.072021p x x x x x   (29)  

( به دست 21ار شکل رابطه )ین تکرار که با استفاده از معیام32با 
0.3839آمد،   ر به دست آمد:یاپانوف زیمحاسبه شد و تابع ل 
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  6 5 4 2
1 1 2 1 2

3 3 2 4 5
1 2 1 2 1 2

4 3 2 2
1 1 2 1 2

3 4 2
1 2 2 1

2
1 2 2

= 0.06473x + 0.02652x x + 0.00486x x

- 0.01552x x + 0.00552x x - 0.00085x x

- 0.33904x - 0.09611x x + 0.14973x x

- 0.0321x x + 0.00231x + 0.76294x

- 0.40547x x + 0.07182x

V x

 

(31)  

(، 32اپ انوف در معادل ه )  یس طح ت ابع ل   يه ا ت، مجموعهیدر نها
( 2ج در ش کل ) یس تم اس ت. نت ا   ین سیا يه جذب برایاز ناح ینیتخم
ه جذب به ین ناحی(، تخم1سه با شکل )یاست. در مقاش داده شده ینما

ه ج ذب را  ی  ز ناحی  [ ن1افته است. مرج ع   یش یافزا یصورت محسوس
ار بهت ر از  یبس يشنهادیج روش پین زده که نتایستم تخمین سیا يبرا
 کند.  ید مییان موضوع را تیز ای( ن2[ است. شکل )1ج  ینتا

 

 
سطح  يها(، مجموعهيجذب )خاکستره یق ناحی، مرز دق2(: مثال 2شکل )

 p x ( تخمیچ( )نقطه21در معادله ،)يشنهادیه جذب با روش پین ناحین 

 [ )خط ساده(1ج ارائه شده در  یم( و نتای)خط ضخ

 

توان د  یار ش کل م   یدر انتخاب مناسب جهت مع يشنهادیروش پ
د باش د. در  ی  ار مفیز بس  ی  ه جذب نامحدود نیبا ناح يهاستمیس يبرا

توان د  یه جذب مین ناحیع تخمیمقالات، نشان داده شده است که توس
ش زمان حذف یاز کاربردها مطلوب باشد. )به طور مثال: افزا ياریدر بس
ن مقال  ه ی  [(. اگرچ  ه در ا23  یخط  ری  غ يه  اس  تمیدر س یبحران  

ه ج  ذب ب  ه ک  ار ب رده     ی  ن ناحیع تخمیدر توس یکنترل يپارامترها
ه ج ذب را در امت داد   ی  ع ناحیامکان توس يشنهادیاند، اما روش پنشده

 کند. یه فراهم مجهت خواسته شد
مح دود   يش نهاد یبه دست آم ده از روش پ  يهانیتخم :2تبصره
 هستند. 

ع یتوس   ییآنشان دادن کار يبرا ینیک مثال بالی، يدر بخش بعد
 م کرد.یارائه خواه يشنهادیه جذب با استفاده از روش پین ناحیتخم

 تومور ینقطه تعادل خفتگ يه جذب براین ناحیتخم -4
ن یتوم ور تخم    ینقطه تعادل خفتگ يه جذب را براین بخش، ناحیدر ا
تومور ب ا   یخفتگ يک مدل درجه دو برایمنظور،  نیهم يبرام. یزنیم

. گ ردد ی[ داده شده، ارائه م24اد که در  ید و صیستم صیاستفاده از س
برخلاف  ی، ولشده استاز مدل مرتبه دو استفاده ن مقاله یدر انکه یبا ا
س ت.  یدرجه دو مح دود ن  يهاتیرخطیبه غ يشنهادیتم پی[ الگور22 

ممکن ه را   ینیب ال  يهامدل ارائه شده، چند نقطه تعادل دارد که حالت
 يه ا تیوض ع  یدار مج انب ین مدل، نقا  تعادل پایدهند. در اینشان م

 يه ا دهن د ک ه در آن تع داد س لول    یل میمطلوب توقف رشد را تشک
م مانن د  یبدخ يهان مدل، سلولیابند. در اییش نمیم با زمان افزایبدخ
 يه ا اد که شامل س لول یت صیشوند که با جمعید مدل میت صیجمع
 يه ا ان ذکر است که س لول یشوند. شایهستند، نابود م یمنیستم ایس
 وجود دارند.  يساکن و طعمه شکار شکلاد در بدن به دو یص

 شود:یر مدل میستم به صورت زین سیا

1
1 1 1 2

1

2 2 3 1 2

3
3 3 2 3 2 3

2

1

1

x
x q x x x

k

x x x d x

x
x sx x x d x

k

 





 
    

 

 

 
    

 

 

(31)  
اد یص   يه ا س لول  یچگال 2xتومور،  يهاسلول یچگال 1xکه در آن 

ن یر حالت ایاد ساکن، سه متغیص يهاسلول یچگال 3xطعمه شکار و 
[ 27و  22پارامترها که در   يبرا یر عملیمدل هستند. پارامترها و مقاد

 ( آورده شده است.1داده شده، در جدول )
 [ 27و  22(  31تومور در رابطه ) یمدل خفتگ ي(: پارامترها1جدول )

 رینام متغ مقدار فیتوص

 q 11 مینرمال به بدخ يهال سلولیزان تبدیم

  9/1 تومور يهازان رشد سلولیم

 8/1 تومور يهاسلول يبندا بستهیت حمل یظرف حداکثر
1k 

 7/1 ساکن  يهات حمل سلولیظرف حداکثر
2k 

طعمه  يهاتوسط سلول يتومور يهاشکار سلول حداکثر
 شکار

3/1  

  1/1 طعمه شکار يهاساکن به سلول يهال سلولیزان تبدیم

 s 8/1 اد ساکنیص يهازان رشد سلولیم

 12/1 طعمه شکار يهاسلول یعیمرگ طب
1d 

 13/1 ساکن يهاسلول یعیمرگ طب
2d 

 ر است:یستم به صورت زین سیسه  نقطه تعادل ا

1
1

1

4
1 1 ,0,0

2

k q
E

k

  
     
   

 (32)  

 

1 2
2 2

1

4
1 1 ,0, 1

2

k dq
E k

k s

    
             

 (33)  
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2

1 2 2 1

1

1 2 1

2

1

2

1 4

2
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s d k ad
E

k

s d k ad q k

k

s d d d

k

    



     



   

      



     


 
   

  

 

(34)  
م یب دخ  يهاسلول تنها به 1Eشود نقطه تعادل یده میچنانچه د

ب ه  مختص ات    یستین سه نقطه تعادل بایدارد. توجه شود که ا یبستگ
 یقابل قب ول ش وند. چگ ال    یکیولوژیمتعلق باشند تا از لحاظ ب 11مثبت
ک ه رابط ه     یخواهد بود، به شرط2Eتر از کم3Eم در یبدخ يهاسلول

  1 2 2

2

1s d k d







 
[. ب ا در نظ ر گ رفتن    22برقرار باشد   

 ر یی  توان د ب ا تغ  یحالت ماندگار تومور م   یها، چگالتین محدودیا
ق شده یتزر یمنیا يکه به مقدار دارو کنترل شود. به علاوه، پارامتر 

ر ق رار  یثارا تح ت ت    3Eت نقط ه تع ادل   یدارد، وضع یمار بستگیبه ب
ن ی، تخم  3Eمطل وب در   ینیت ب ال یل وض ع یرو به دل نیدهد. از ا یم
 ، مطل وب اس ت. از آن  3Eیدار مجانبینقطه تعادل پا يه جذب برایناح
تواند رشد تومور را ب ا  یم یمن درمانیها و اکه استفاده از واکسن ییجا

در  یمنیستم کنترل کند، عمل ایس یبحران ياز پارامترها یاصلاح بعض
 [.22م شود  یتنظ ر مقدار ییتواند با تغی( م31مدل )

[ 22سندگان در  ی(، نو1ر داده شده در جدول )یمقاد يگذاریبا جا
ه ی  ک ناحی  ن مق دار  ی  اند که ابه دست آوردهينه برایک مقدار بهی
ن مق  دار ی  کن  د. ایبرق  رار م   3Eم  ن در اط  راف نقط  ه تع  ادل  یا

0.06opt  يگذاریاست که با جا opt ( مختص ات  34در معادله )

 3 3.248,5.414,0.2E  د. یآیبه دست م 

ه جذب، بدون از دس ت  ین ناحیتخم يبرا يشنهادیتم پیدر الگور
در نظ ر   ارا در مب د  یدار مج انب یت موضوع، ما نقطه تعادل پایدادن کل

 3E، در ابتدا نقطه يشنهادیتم پیاعمال الگور يرو برا نیم. از ایریگیم
م. ل ذا  یکن  یمنتق ل م    ار مناس ب ب ه مب د   یر متغییرا با استفاده از تغ

 ر نوشت:   یتوان به فرم زیستم را میک سینامید

2
1 1 1 2 1 2

2 2 3 3

2
3 2 3 3 2 3

1.125 0.06 6.7328 0.19488

0.1 0.54143

0.1 1.1429 0.02 0.22857

x x x x x x

x x x x

x x x x x x

    

 

    

 

(35)  

ات ی  را ب ا جزئ  يشنهادیتم پین مثال، ما تمام مراحل الگوریا يبرا

ه ی  اول یم. به منظ ور مق دارده  یدهیح میشتر توضیب V x   ب ا ح ل ،

 م داشت:ی( خواه11معادله )

6.7328 0.1949 0

0 0 0.5414

0 0.0200 0.2286

A

  
 


 
   

 

(36)  

 و تابع  Pس ی(، ماتر22سپس با حل معادله ) V x  و  p x

 ند:یآیر به دست میبه صورت ز

0.0743 0.0021 0.0002

0.0021 12.8330 25.0209

0.0002 25.0209 61.4559

P

  
 

 
 
  

 (37)  

  2
1 1 2 1 3

2 2
2 2 3 3

0.07426 0.00429 0.00033

12.833 50.041 61.455

V x x x x x x

x x x x

  

  
 (38)  

  2
1 1 2 1 3

2 2
2 2 3 3

0.07426 0.00429 0.00033

12.833 50.041 61.455

p x x x x x x

x x x x

  

  
 (39)  

د را یاپانوف کاندیه جذب ما توابع لین ناحیتخم ين مثال، برایدر ا
را ثابت گرفته و  Vتابع  يم. در مرحله بعدیکنیاز درجه دو انتخاب م

از روش  یح ل مس ئله دوخط     يم. ب را یکن  ی( را ح ل م   23معادل ه ) 
به دس ت آم ده از رابط ه     Vيگذاریم. با جایینمایاستفاده م یدوبخش

 م داشت:ی( خواه23( و حل معادله )31)

  4 3
2 1 1 2

3 2 2 2
1 3 1 2 1 2 3

2 2 3 2
1 3 1 2 1 2 3

2 3 4
1 2 3 1 3 2

3 2 2 3
2 3 2 3 2 3

4
3

105.229 0.04021

0.02317 151.665 92.549

130.723 0.01867 0.02021

0.00223 0.00795 98.945

102.441 169.775 84.891

78.971 0.

s x x x x

x x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

x

 

  

  

  

  

  3 2
1 1 2

2 2
1 3 1 2 1 2 3

2 3 2
1 3 2 2 3

2 3 2
2 3 3 1

2
1 2 1 3 2

2
2 3 3

30445 0.71857

2.439 0.03819 0.01591

0.03957 1.085 0.15495

0.02443 0.48192 72.877

0.02025 0.11996 73.89

117.925 163.43

x x x

x x x x x x x

x x x x x

x x x x

x x x x x

x x x



  

  

  

  

 

 

(41)  

0.0031و  م ا   مس اله ن ی. در ا 6 2 2 2
1 2 1 2 310l l x x x   

( 24م. حل معادله )یریگیرا ثابت م pو  Vم. در مرحله بعد، یریگیم
 دهد:یجه مینت

 1 1.8667s x  (41)  

0.0017و   1. س  پس ب  ا اس  تفاده ازs، 2s،   و  محاس  به
( را ح ل  26) –( 22) يه ا ا، معادل ه  هگه داشتن آن ت ن اب ده و ث ش
 م:یکنیم

  2
1 1 2 1 3

2 2
2 2 3 3

36.652 1.459 0.00579

1278.42 4343.697 6893.702

V x x x x x x

x x x x

  

  
 (42)  

درجه دوم  جمله يشنهادیدر روش پ V x   ار ی  را ب ه عن وان مع

شکل،  p xک ه   ییج ا  م. ل ذا از آن یکن  یف می، تعرV   از درج ه دو

است، تابع  p x  با V x است که  ین معنین بدیبرابر خواهد بود. ا

ار شکل یعنوان معاپانوف محاسبه شده به یدر هر مرحله از تکرار، تابع ل
 رد. لذا:یمورد استفاده قرار گ يمرحله بعد
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  2
1 1 2 1 3

2 2
2 2 3 3

36.652 1.459 0.00579

1278.42 4343.697 6893.702

p x x x x x x

x x x x

  

  
 (43)  

ج جس تجو ب ا تک رار    یم. نت ا یده  یتم را ادام ه م   یب الگورین ترتیو بد
ن قاب ل  یک تخم  ی  که ب ه   ییه را تا جاین رویابد. اییتم بهبود میالگور

ج ا، ب ه ص ورت     نی  م. در ایکن  یم، تکرار م  یه جذب برسیقبول از ناح
ن مثال، با استفاده یم. در ایریگیبار م 32، تعداد دفعات تکرار را یتجرب

ار ش کل را ب ه   ی  دست آمده، معه ن تکرار بیام21اپانوف که از یاز تابع ل
 م:یکنیف میر تعریصورت ز

  2
1 1 2

2
1 3 2

2
2 3 3

 0.046415 0.00257

 0.00012 0.47366

 1.7299 28.9625

p x x x x

x x x

x x x

 

 

 

 

(44)  
( به دست 44ار شکل رابطه )ین تکرار که با استفاده از معیام32با 
1.0004آمد،   ر حاصل یز صورتاپانوف به یمحاسبه شده و تابع ل
 شود:یم

  2
1 1 2 1 3

2 2
2 2 3 3

 0.167 0.108 0.0124

0.092 0.0052 18.82

V x x x x x x

x x x x

 

  


 

(45)  

ه ی  از ناح ین  ی(، تخم42اپانوف در معادل ه ) یمجموعه سطح تابع ل
ن زده ش ده  یه تخمیجا ما حجم ناح نین مثال است. در ایا يجذب برا

ج در ش کل  یاست. نتا 2426/6باً برابر با یم، که تقریز محاسبه کردیرا ن
ن زده شده یتخم یسه، نواحیش داده شده است. به منظور مقای( نما3)

ش ود ک ه   یده م  یاند. د( نشان داده شده3ز در شکل )ی[، ن27و 22در  
ن زده ش ده در  یه تخمیتر از ناح[ بزرگ22ن زده شده در  یه تخمیناح
ب اً براب ر   ی[ تقر22ن در  یه تخم  ی  ن ح ال، حج م ناح  یاست. با ا[ 27 

ان  [ و نش  27و 22ده در   ه ش   ج ارائ  یا نت ا  سه بیاست. مقا 4623/2
ه یرا از ناح يترن بزرگین مقاله تخمیدر ا يشنهادیدهد که روش پیم

ن در ه ر  یه تخمین موضوع با محاسبه حجم ناحیدهد. ایجذب به ما م
از  يد بهت ر ی  ه جذب، دین ناحیع تخمیاست. توس دییادو روش مورد ت

 ، ب ه ب ر مق دار    يگذارریثادهد و با تیرا به ما م یه جذب واقعیناح
شود که یمانند داروها منجر م یدرمان يهايبادیانتخاب مناسب دز آنت

 د است. یار مفیبس ینیاز لحاظ بال

 
 يشنهادیتومور با روش پ یاز خفتگه جذب ین ناحی(: تخم3شکل )

جه ارائه شده در ی[ )خط ساده( و نت22جه ارائه شده در  یم( نتی)خط ضخ
 ن(یچ[ )نقطه27 

 ادامه کار يبرا ییشنهادهایو پ يریگجهینت -2
 يه ا س تم یه ج ذب س ی  ن ناحیتخم   يک روش ب را ی  ن مقال ه،  یدر ا
اس ت. روش  شنهاد شده یپ ياچندجمله يبردار يهادانیبا م یرخطیغ
ار ش کل   یروز کردن معانتخاب و به يتم برایک الگوریشامل  يشنهادیپ

اپانوف محاس به ش ده در آن   یدر هر مرحله از تکرار با استفاده از تابع ل
م دل   ين روش ب ر رو ی  با اعم ال ا  يشنهادیر روش پیثات مرحله است.

 د شده است. ییاتومور ت یخفتگ یکینامید

افتن ی  ا ی  محدب و  ي مسالهک یجذب به  ي هین ناحیل تخمیتبد
ت وان   یکه م   ییج بهتر از جمله کارهایدن نتایرس يبرا یبیراه حل تقر
 د.ن پژوهش انجام دایا ي در ادامه
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